B82  INFORMAZIONE ASIMNIETRICA (Capitolo 37}

spreco dal punio di vista sociule. D alira parte, I"acquisto di segnali pud contribuire
a risolvere i problemi connessi all informazione asimmetrica.

7. Uno schema di incentivi efficiente (posio che Ia prestazione sia perfetiamente
osservabile) deve lasciare al lavoratore un inleresse residuale sall’output. In questo
mode egli scegliera un livello di impegno in corrispondenza del quale i benefici
marginali siano uguzli 2i costi marginali,

8. In presenza di informazione imperfetta queste non & pil: vero. In genere, sarh
appropriato uio schems che alire o fornire incentivi conseata di condividers il
rischio.

Domande

1. Congideriamo il modello del mercaro delle automaobili usate presentaio in questo
capitole. Quale surd, neli’equilibsio i mercato, i massimo surplus che deriva a}
consumaltore dallo scambio?

2. Nelio stesso modelln, quale sari il surplus del consumatore prodotio se si com-
hinano « case acquirenti e venditori? Quale metods permette di otlenere un surplus
maggiore?

3. Un laveratore ¢ in grado di produrre z unila di oustput al costo clx) = 77 /2.
L'utlitd di occupazioni alternative & 7 = 0. Se s desidera fornirgli un incentive
offrendogli un lavoro salarinto, quale sard fo schema ottimo s(x)?

4, Dato guanto sbbiamo assunto nel precedente esercizio, quafe canone d'affitio il
lavoratore sard disposto a versare?

3, Quale sarebbe la soluzione del precedente esercizio se Iutilith derivanie da
un’occupazione alternativa fosse 7 = 17

In quest: ice forniame
questa Appendice forniamo ung breve rassegna dej principali concet matemaiici

A nizioni di vari termini impiegaii.
© un corso introduttivg dj matematica. Le
semplici, noa le pilt rigorose,

Lsati ¢m~ testo, semplicemente per richiamare le def;
Sottolineiama che questa Appendice non
definizioni saranne in genere le pin

A Funzioni

Una funzione & ung regola che de

. SCrive ung relazione tr:
d clascun numero g,

i un unico numero ¥. Una funzion
designando 1a regola di calcolg, per esempio *
m_ mzmmn:o » Oppure “si prenda un nonmerg e |

COvVeremo queste particolari funzioni come i
talvolta definite trasformazioni,
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i ariabili @y, 2y ecc uesi
Qualche variabile y pud dipendere da diverse variahili 4 a2 Q.P. w_... m_. e
1 .rfra,wmdo ¥ = flay ,?; per indicare che enirambe le varisbili determinan
caso scriviamo y = f{zy, aq),

valore di .

A2 Grafici

1 e "and: Figura

Un grafice di una funzione ne rappresenta graficamente | .W:nu:_wn__:o.. %mm_um __u:w :
unzioni i iabile indipenden
i i i grafici di Normalmente la variabile indip

Al 0 riportati 1 grafici di due funzioni. . ute
ALl sono ripor [ e o aaabile indipenderc &
rappresentaia sull’asse orizzoniale, e quellz dipendente suil’asse verticale a
‘ . g
ruppresentia la relazione tra le doe variabili.

tukm

ra
i

=1

urs Grafiel di funzioni. (A} Grafico della funzione i = 2x. (B) Grafico
della funzione y = z°.
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A3 Proprieia delle funzioni

H - - mre
Ura funzione continua & una funzione che pud essere a_mmmﬂwﬂ. ..&%mw wmmmﬂm
la matita dal foglio: in una funzione continua non vi mmmo mm.:_.o U
derivabile o “liseia™ & una funzione che non presenta “ango _a nmnm:ﬂm” .
funzione monotina & una funzione costanlemente crescente uo nmn_‘& B
Tunzione monotdna positiva 2 costantemente crescente al n_\rwn_ﬁ“.mmnmh.n, o
unu funzione monotbna negativa & costantemente decrescente al ¢

FUNZION! Lingap,
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A4 Funzioni inverse

Si ricordi che yna funzione & upg telazione che associa & ciascun valore di & yp
unico valore dj ¥. e che una furzione monotons € una fupzione costuntemen|q
creseenie o decrescente. Ne consegue che per una funzione monotona vi sary yp
unico valore dj ¢ associato a ciascun valope di y.

Una funzione che mettn in relazione 2 e ¥ in questo modo & chiamata fanziope
inversa. Se & nouo ] valore di i in funzione d; . ¢ possibile ealcolure ia funziope
inversa seniplicemente risolvendo per 2 in funzione ¥ 8e y =2z la fanziope
inversa sary g = 2 Se y = 2%, non vi sara funzione inversy: per qualsiasi y, {]
Suo valore potrdi essere otieputo elevando al quadrato sia 4 = U che o= U
& non vi sard quindi un wjco valore di z associaio a ciascun valore dj .

A5 Equazioni e identita

Un’equazione & ur'uguagiianza tra ung funzione ¢ un numero, Esempi di equazion;

sano

lr=§
=9
flz)y=0.
La soluzione di un’equazione & un valore di x che I soddisfi. Lq soluzione della
prima equazione & 2 = 4. | 4 seconda equazione ha due soluzioni, 2 =3 ¢ g == 3

La terza & un’equazione generica: non potremo conoscerne fa soluzione fino a che
fon sard precisata Iefferfiva regola rappresentata da f. Possiamo, titavia, denotare
la soluzione can g*. Cio significa semplicemente che 2% & un numero tzle che
S(27) =10, Si dice iy questo caso che 2 soddisfa I"equazione flzy =0
Un'identita & ung refazione tra variabil; valida per qualsiasi valore delie varia-
Bili. Esempi di identity s0no
(T+y)? =40 5 Zay+ 7

x4+ ) =247,
It simbolo = significa che il membro di destra e quello di sinistra spno ugnali
ber gualsiasi valore delle varfabili. Un’equazione & valida solo per aleuni valori

delle variabili, menire un’identiti & vera Per qualsiasi valore delle variabili. Spesso
to'identita & vera per la definizione stessa dej termini,

A.8 Funziomi lineari

Una funzione lineare & una funzione def tipo

y=ar+h



656 APPEMDICE MATEMATICA

dove a e b sono costantl. Esempi di funzioni linear sono

y=2u+3
y=a— 90,

11

Avigere, una fanzione del tipo 5 = qa+5 dovrebhe essere chiamata funzione affine,
mentre doviebbero essere chiamate funzioni lineari solo quelle del tipo ¥ = ax. Noi
non ricorreremo Luttavia a questa distinzione,

Le funzioni lineart possono anche essere espresse in forma implicita come az +
by = ¢ In tal caso, possono essere convertite nella forma usuale risolvendo per y
in funzione di ar:

A7 Variazioni e saggi di variazione

La notazione Awx signilica “variazione di 2”. Non significa il prodotto di A per 2.
Se x varla da =7 o 2°*, la variazione di  sary
Ax =z — 2",
Possiamo anche scrivere
" =2t + A

per indicare che & & uguale alls somma di =" e della variazione di .

Tipicamente A rappresenta una piccola variazione di &, 0, in altre parole, una
varinzione marginaje.

il saggin di variaziome & il rapporio tra duc variazioni. Se y dipende da =
seconde la funzione y = f(2), il saggio di variazione di 2 rispello a y & rappresenlato
come

Ay fle+ Azy — f(x)
Az A '
1l saggio di variazione misura la variazione di y al variare di .

Nel caso di una funzione lineare, il saggio di variazione di y rispetto a x &
costante. Per provarlo, si noti che se y = a + b, allora

Ay a+bz+An)—a—br  bAx

Ax "~ Ax Agx
Nel caso di funzioni non lineari, il saggio di variazione della funzione dipenderd
dal valore di 2, Consideriamo, per esempio, la funzione y = z2. Per questa funzione

b.

N ¢ el

Ay (wrAxy -z 24 2sAz+ (Az) - 2l

—_— = = =2r+ Axr.

Az A Ax
In questo caso il saggio di variazione da « s = + Ag dipende dal valore di 2 e
dalla misura della variazione, Az. Se si considera una variazione molto piccola di
*, Aw sarh approssimativamente uguale a zero, e quindi il saggio di variazione di
4 TiSPetto a x sard approssimativamente 2.

_ZO_LmeqDZm E _2_!mmmm._.ﬂ> : mmw

A8 Inciinazions o intercatia

ﬁ& punto di vista della sua rappresentazione grafic
funzione corrisponde all’inclinazione di quella funz
una funzione lineare ¥=-2x+4 L'intercetin verticale di queg; funzi

sponde al valore di y quando 2 = 0, ¢ioa ¥ =44 L'intercetty E@.MNNOL : _H:Sc:.n orti-
al valore di 2 quando ¥ =0, ciod z =2, L'inclinazione depy o o ponde
al saggio di varazione di ¥ al variare di z inclinappo Donde
futrione & o z . Inclinazinge della

a, il mumm:.v di variazion, i una
one. La Figyy, A2 rappresent;,

a funzione ¢
In questo caso, [’

¥ ¥
5 nlercella 5 =x?
\\\\ vericale 8 Y=
e
G 7
. # Rella
3 - \lncinazione = -2 \1 langente

kw —
.intercetta \\\

orizzoniale \\

1 2 3 4 5 X 3 x
A B
Figura Inclinazione e intercetta, 1 quadro A rappresenta la funzione 3 =
A2 ~2r+de k -

il quadro B la funzione y = 22

In generale, se yna funzione lineare ha Ja forma y = gu 44, 1"
SATH 74— EH : o ’
saré ¥ = b e Pintercetty orizzontale sard z* =
mppresentata nella forma

intercetta verlicale
—b/a. Se una funzione lineare &

QL) +arxy = ¢

Vinterceua orizzontale corrispondera al valore dj Ty quando z3 = 0, cigd 27 = ¢/a
- . X 3 =2 , - .

m._ Inlercetta verticaie al valore dj %3 quando 3 = 0, ciod 2* = c/as h_mznw:mio:_;

di questa funzione sari —ayfa;. ) B o
L'inclinnzione di upa funzione non lineare varia al variare dj

mmn.ﬂo a una funzione in un Punto = & una funziope

Inclinazione della funziens in quel puato. La Fiourg A

2 o N =

e [a retta tangente in z =1,

_ hmm ¥ 2umenta ogni volta che aumenta g, Ay avra 1o stesso seano di Az, e quindj

m S} . 0 . . = ’
unzione avra inclinazione pesitiva. Se, at contrario, ¢ diminuisce all’aumenyare

di 2 : iminuire di
L, 0 @.m:ﬁnﬁm al diminuire d; z, Ay e Ar avranno segni diversi, e la funzione
Avra Inclinazione negativa,

2. Una retta tan-
lineare che abbia la stessa
-2 rappresenta la funzigne g
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A9 Valore assoluto e logariimi

i valore assoluto di un numero & una funzione f(z) tale che:
fiy={T sew >0

-z sex <0,
£ possibile ciod determinare if valore assolute di un numero semplicemente elimi-
nandone il segno. 11 valore assoluto di 2 si scrive generalmente [x].

1l legaritmo (naturale) di 2 rappresenta una particolare funzione di x, che
scriviamo y = Inz o y = In{x). Il logaritmo & una funzione che gode delle seguenti
proprieti

ln(zy) = In(x) + Ingy}
per qualsiasi numero posilivo e y e
Infe) = i.
(In questa eguazione, e & la base dei logaritmi aaturali, ed & uguale a 2, 7183 .. )
La prima delle espressioni precedenti significa che il logaritmo del prodotto di due
numeri & uguale alla somma dei logaritmi dei due aumers, Questa proprietd implica
la seguente:
in(z?) = yIn(x)
cio® il logariume di 2 elevaio alla potenza y & uguale ai prodotto di y per il logaritrao
di x.

A0 Derivate

La derivaia di una funzions y = f{x) & definita come
df () ) Jlo+ Ax) — flz)
= lim
d Az Az
La derivata ¢ il limite del saggio di variazione di ¥ rispetto a =z al tenders n
zero della variazione di ». La derivata consente di atsibaire un significato pre-
iso all’espressione “il saggio di variazione di ¥ rispetto a = per piccole variazioni
- La derivata di f(x) rispetto 2 x & anche seritta flixm.
Abbiumo gii visto che il saggio di variazione di una funzione lineare ¥=ar+b
& coslante. Quinds, per questa funzione fineare
df ()
RH
Fer una funzione non lineare il saggio Ji variazione di ¥ rispetto a 2 dipenderd in
genere da x. Come si ricorderd, nel caso di f(z) = 2, si aveva Ay/Axr =2+ A
Quindi, per ta definizione di derivata:
E = lim 2z + Az =2z
dr A0
La derivata di x7 rispetio a o & pertanio 2z.
Si pué dimostrare, con metodi piit avanzati, che se y =Inw, allora

dfizy 1

= 4.

di @

DERIVATA DEL PRODOTTO DI FUNZION! £ DEAIVATA Dy FUNZIONI Couppogy
POSTE
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A1 Derivaie seconde

La derivata seconda di una funzione & Ia derivata della deriy

2tz di gque,
Se y = f(), scriviamo & f(x)/dz?, o i it

. ) {unzione
f (2. ta derivata secondy dj St Peionc.
. Sappiamo che "

rispetin 4
d(2a)

dx
d(z?)

da -

L

Perianio

Wm.gmz.ﬁmm seconda misura la curvatsra di una funzione. Una funziope {
n_.m_.:ﬁm seconda sia negativa in corrispondenza di un bunto, & coneava in ug in
di quel punto, e [a sus inclinazione & decrescente. Una funzione |
secondy sia positiva in corrispondenza di un punto, & convessa in ug intorno g
quel punto, ¢ It sua inclinazione & cresceate. Una funzione la cui derivary sec
sia nulla in un punto, & piatta in un intome di quel punta. ,.

a4 cui
torno
a cui derivaiy

aida

Az G.mm.?mwm del prodotio di funzion e derivaia
di funzioni composte

m:wmo:mmac che g{z) e h{z) siano ambedue funzioni di . B
funzione f(z), che rappresenta il ioro
di f(2) sard quindj

possibile definire Iq
prodotta, come Sy = gleyh{z). La derivaia

df(z) dh(ry dglx)
dux: =gtz dz +hz) dr ~

Date due funzioni ¥=glc)e == h(y), 1a lunzione compoesty &

Sy = hig(zy),

Per esempiv, se g(x) = 22 o Ly =2y

+ 3, la funzione composta &
flz) =207 43,

La m..mmcwm di derivazione delle funzion; Composte stabilisce che fa decivata di upa
funzione composta, f(z), rispetio a gz, &

df(x)  dh(y) dg(z)

dx dy  da

an. oSG esempio, dh(y}/dy =2 e dg(z)/dz = 2, quindi,
vazione delle funzioni composte, df (@)/de =2 % 2

per Ia regola di derj-
: =% 2 = 4. Calealando direttamente
._m derivata della funzjone flry =222+ 3, si verifichera che essa e uguale a quella
Individuata applicando questa regola di derivazione,
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A3 Derivate parziali

Supponiamo che y dipenda sia da 2y che da Ty, 102 che i = flxy, #2). La derivatn
parziale di f{z;, 29 rispetto 4 a1y & definita come

dfte), a) Lo JlE o Ay aa) — flog, am)
= lim -
m.u..h_ Arp—+{) A

La derivata parziale di f(x,,22) rispetto a xp non & altro che la derivata cella

f - . " S a derive
funzione rispetio a Tis 8¢ ¥y viene manienuio fisso. Analogamente, la derivata
parziale rispetto a 21 &

f(wy, 1) ) Flrg o+ Awa) — f), 20
- — = lim .
fEE Drs—0 Az

Le derivate parziali godono delle stesse proprieta delle mnag.ﬁ E.%:Ean. in parti-
colare, vale anche per esse la regola di derivazione delle funzioni cormposte, m.:nm.ﬂ
¢ con una modifica significativa. Supponiame che ; e w3 siano ambedue variabilj
dipendenti di qualche variabile £, e definiamo la funzione g(¢} come

gty = flay (), 2a2(8)).
Quindi 1a derivata dj g(¢) rispetto a t sard

gt _af

Ta) doy(l) Dz, ) daa(h)
= + .
dt xy di & dt

Al variare di ¢, varieranno sia Ty (t) che xa(), e quindi si dovra calcolare Ia derivam
dii flay, @) rispetie a ciascuna di (ueste variazioni,

A4 Ottimizzaziona

Se y = f(2), allora il punto x™ sard detto massimo di Flx) se flx™) > fiz) per
qualsiasi valore di 2. Si pud dimostrare che se f{z) & una funzione sufficientemente
derivabile o “liscia” il coi massimo sia ©*, allora

df ()
dx

m-:wq <o
dr?

=0

Queste espressiont sono definite tondizione dei primo ordine e ncmm.ﬁ_e:m ..Mmm
secondo ordine del problema di massimizzazione. La condizione del primo ordine

stabilisce che 1z funzione & platta m corrispondenza di z*, e la condizione de

secondo ordine che In funzione & concava in un intorno di o, mSgwEEnm:F
entrambe queste proprieth devono valere perché z* sia un punte di massimo.

OTTIMIZZAZIONE VINCOLATA  &uy

Diremo d'alira pare che =7 & un punlo dj minimo per f(x) se Fe™y < fla)
per qualsiasi valore di . Se flz) & una funzione “liseia” i cui minimo & =, allora

df (%)
=l
dn
d” fio® )

da-

0.

I\

La condizione del primo ordine stabilisce, come prima, che la funzione & piatla in
comispondenza di &+, menire la condizione del Seconido ordine ora affermg che la
funzione & convessa in un intorno di 2~

Se y = flr, @) & una funzione “liscia” i] cuj massimo o il cui minimo siy
qualche punto (7, 23), allors deve essere che

af(x},x3)
ﬁu,,_,._
af(xy,x)

—— = (),

ches

1}

Sone queste le condizion del prime ordine di questo problema.

Esistono anche
condizioni del secondo ordine, ma descriverie va al dj |

A dei nostri scopi,

A5 Oitimizzazione vincolala

Spesso intendiamo determinare il massime o §) mitimo di una fun

zione per quaiche
insieme ristretto dej valori di (x), 22}, La notazione

max flxy, z4)
Iy

tale che g(m,y, ) = ¢

significa: si determinino due valorj Ty e xy tali che fay, 23y > fon
Pvalori di ) e 7 che seddisfano I'equazione glzy, @) = ¢

Fa fanzione flzy, aq) & detta funziong obiettivo, ¢ I"equazione glr,am)=cea
detta vincolo. Alcuni metodi per risolvere problemi di massimizzaziope vincolata
di questo tipo sona descritt nell’ Appendice al Capitwlo 5,

1, 23) per tut



